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Un sistema & costituito da IV particelle identiche non interagenti con energia di singola particella pari a:

6'rL,rn.:nA‘|‘7nA7 n:0,1,...,M;m::|:1,
con A>0e A>0.

1. Assumendo il sistema in equilibrio a temperatura T' e cha valga la statistica classica di Boltzmann:

1.a) Calcolare 'energia media per particella E(T)/N in funzione della temperatura T'.
1.b) Calcolare la probabilita P;(n < 5,m = 1) che a temperatura 7" una data particella abbia n <5em = 1.

1.c) Calcolare I'entropia per particella in funzione della temperatura T, ed il suo valore per T =0 e T — oc.
2. Assumendo che il sistema sia composto da Bosoni di spin 0, M = 2 ed A = 0 [Assumere €, ,, = €,]:

2.a) Calcolare I'energia media E in funzione di T e p.

2.b) Calcolare il numero medio di particelle con energia positiva in funzione di 7" e p.
3. Assumendo che il sistema sia composto da Fermioni di spin 1/2, M > 1 ed A = 0 [Assumere €, ,, = €,]:

3.a) Calcolare Penergia di Fermi in funzione di N.

3.b) Calcolare l'energia media a T' = 0 in funzione di N.

e Valutazione risposte:
la:4,1b:4,1.c: b
2.a: 4,2.Db: 4
3.a:4,3.b: 5



e Risposte

Nota: La costante di Botzmann kg ¢ presa uguale a 1, di conseguenza = T.

l.a) L’energia media puo essere calcolata direttamente dalla funzione di partizione canonica Zy(T) mediante la

relazione E(T) = —(0/08) In Zn(T). Essendo il sistema composto da particelle identiche non interagenti:
ZN(T) = Z1(T)N /N! = E(T) = —N% In Z,(T),
dove

1 — e—(M+1)8A

Z\(T) = Z Z e Penm = Z e A Z e~MBA — Y [eﬁA + e—BA] 7

n=0,...,M m==%1 n=0,...,M m==+1

¢ la funzione di partizione canonica di singola particella.

Sostituendo otteniamo:

(M + 1)A A
TLOITDEA 1 T oA

E(T)/N = 1 — Atanh SA.

1.b) La probabilita p,, ., di trovare una particella con energia ¢, ,, a temperatura 7' & data da:

e_ﬂen.m
Pnm Z0(T) .

Ne segue che:

da cui:

1— e 084 e hA

Pin<5,m=1)= 1 — e~ (M+1)BA oBA | —BA"

1.c) L’entropia S & puo essere ottenuta dall’energia libera F' = E — T'S come:
S(T) = B(E - F),

con E(T) = —(0/0B)InZn(T) ed F = —TInZn(T). Sostituendo Zn(T) = Z1(T)N/N!, ed utilizzando i
risultati del punto 1.a), si ha:

(M +1)BA BA 1 — e~ (MH+DBA
— DA ] eﬂA_l—ﬂAtanhBAJrln o oAr

S(T)/N = [e#4 + e P4] | +1In(e/N).

Nel limite T" — 0 si ha:
B(T)/N ~ = A+ 0 Pesame) 1 7,() ~ 54+ O(e70),

da cui segue:

| S(T' = 0)/N =In(e/N). |

A T = 0 ciascuna particella si trova nello stato fondamentale di energia ey 1, per cui vi & un solo stato possibile
e rimane solo il contributo entropico dovuto allo scambio delle particelle identiche.

Nel limite T' — oo si ha:

E(T)/N ~ % +O(p), InZ1(T) ~ In[2(M + 1)] + O(p),



e quindi

| S(T — 00)/N = In[2(M + 1)] + In(e/N). |

A T = oo ciacuna particella puo trovarsi con la stessa probabilita in un qualsiasi stato energetico €, m,, per un
totale di 2(M + 1) stati possibili.

2.a) Se il sistema & composto da Bosoni di spin 0 il numero medio di particelle che a temperatura T' & si trovano
nello stato energetico ¢, ¢ dato da:

1

nen) = e 1

dove p ¢ il potenziale chimico. Di conseguenza, dato che A = 0:

A
E = Z n(ey) €, = Z eﬁ(rmnfiu),l

n=0,1,2 n=0,1,2
da cui:
A 2A
FE = + .
eB(A—p) _ 1 eB2A—p) _ 1

2.b) Gli stati ad energia positiva sono quelli con n = 1,2, di conseguenza il numero richiesto &

1
N = Z n(6n) = sz’

n=1,2 n=1,

ovvero:

1 1
= Ba-w 1 T Bea-w 1

N

3.a) Se il sistema ¢ composto da Fermioni di spin 1/2 il numero medio di particelle che a temperatura T & si trovano
nello stato energetico €, € dato da:

1 1
eBlen—p) 11 = eBnA—p) 11’

n(en) =

dove u ¢ il potenziale chimico.
Ne segue che il livello massimo n* che puo essere occupato a T = 0 € tale che n*A = erp. Di conseguenza a
T =0 si ha,
N=g Y 1=2(n"+1),
n=0,...,n*

dove g = 2 ¢ la degenerazione dovuta allo spin. Da cui segue facilmente:

GF:A(N—:[)’:M

2 2

3.b) L’energia media a T'= 0 ¢ data da

E=yg Z €n =2 Z nA:2%n*(n*—|—1)

n=0,...,n* n=0,...,n*
da cui usando il risultato del punto precedente:
A (N ) N AN? N




