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Si consideri un sistema costituito da N particelle identiche non interagenti confinate sul segmento |z| < L e con
Hamiltoniana di singola particella:

2
H(p.w.0)= - +V(&)+ob  peR, |o| <L,

dove o ¢ una variabile e

_VO |(E| <a,
V =
(@) {O a<|z| <L,

con Vj > b costanti positive.

1. Assumendo che il sistema, in equilibrio a temperatura 7', sia descrivibile dalla statistica classica di Boltzmann
e che 0 = £1:

Calcolare la densita di probabilita p(e) dell’energia di singola particella.

Calcolare la pressione P(x) nei punti x =0 e = L.

1l.a)

1.b)

1.c) Calcolare (o) in funzione della temperatura.

1.d) Calcolare la temperatura alla quale nell’intervallo |z| < a si trovano in media meta particelle.
l.e)

Indicato con Ny (|z| < a) il numero medio di particelle per o fissato contenute nell’intervallo |z| < a,
calcolare il rapporto N4 (|z| < a)/N_(|z| < a) alla temperature del punto precedente.

2. Assumendo che il sistema sia composto da Bosoni con o = 0, +1:
2.a) Discutere esistenza della condensazione di Bose-Einstein.
3. Assumendo che il sistema sia composto da Fermioni con ¢ = +1:
3.a) Calcolare (o) a T =0 per ep = b — Vj.
3.b) Calcolare l'energia E(T = 0) per ep = b.

e Valutazione risposte:
l.a: 5, 1.b: 3, 1.c: 3,1.d: 4, 1.e: 3
2.a: 4
3.a: 4, 3.b: 4



e Risposte

Nota: La costante di Botzmann kg ¢ presa uguale a 1, di conseguenza 1 = T.

1.a) Per un sistema di N particelle classiche non interagenti Zy = Z&¥/N! dove Z; ¢ la funzione di partizione di
singola particella:

7 = Z/fdphdx e PHPw0) — /de e PG e), (1)

dove

Z/dpdx e— H p,xa ZGGU

¢ la densita di stati di singola particella. Dalla (1) segue che la densita di probabilita P(e) dell’energia di singola
particella e

Per il calcolo di G/(¢) ¢ utile osservare che G(e) = > G(e,0) con

dp dx 1 [t Hoo 9
G(e,0) = N 5(6—H(p,m,0)):ﬁ dx dpd(e —p*/2m — V(z) — ob), (2)
—L —o0
densita di stati di singola particella per ¢ fissato. Usando l'identita

1
ft) = z};mm—m, con ty : f(tx) =0,

otteniamo
§(e—p*/2m) = pﬁ [6(t —po) +0(t+po)],  con py = V2me,
0

con la condizione € > 0. Ne segue

/dp5(€—p2/2m) = ﬁ9(€).

Allo stesso risultato si arriva usando lidentita §(x) = (d/dx)0(z):
) d d +vV2me d

dpd(€ — 2 — 2 = —2V2me =/ — 0(€).
/ pd(€—p°/2m) = dﬁ/dp@(e p*/2m) = de/_ - dp 122V 2me — 0(€)

Sostituendo nella (2) otteniamo

R R o = M= @
da cui

V2m [ 0(e+Vo+b)  O(e+Vo—D) f(e+b) f(c — b)
Gle) =2 [am am +(L—a)ﬁ+(L—a) eb]. (4)

L’espressione di Z; si ottiene integrando e=#¢G (), ovvero

dpd 1 r
7, = Z/ ph X 6_5H(p,z7a) _ E/dpe—ﬁzﬂ/%n/ dx e—ﬁV(I) Z e—Bbo
ag _L g



1.b)

1.d)

da cui

2mm
Zy =44/ # [ae®"° + L — a] cosh j3b. (5)

Usando le espressioni (4) e (5), otteniamo

B[ 0e+Vo+b)  O(e+Vo—b) . O(e+D) ~0(e—D) e Pe
p(e)_\/;{a\/e—i—%—kb—’—a\/e—kvb—b+<L 0,) +(L a) c—b [aeﬁVO—FL—a}costh

Per un sistema di N particelle classiche non interagenti Zy = Z{/N! dove Z; & la funzione di partizione di
singola particella. Ne segue che la pressione P nel punto x vale:

P(z) = p(e) T

dove p(z) & la densita nel punto x.

La densita p(x) puod essere ottenuta dalla probabilitd pi(z € dL)dx che una particella si trovi nel segmento
dL di lunghezza dx intorno al punto z data dal rapporto tra il numero dNN di particelle contenute in dL ed il
numero totale di particelle:

dN dx e~ BV (@)

1 dpdzx
dL)dz = — = p(x)— == — —— e FHPTO) = d 6
pl(x E ) T N p(x)N Zl ;LEdL h € 2[@65‘/0 +L _a] 1‘7 ( )
da cui
e BV (2)
p(x) = NT

2[@65‘/0 +L— a] '

Di conseguenza:

eBVo

Z[QeﬁVO +L— a] '

P(x=0)=NT

mentre

1
Q[aeﬁvﬂ + L — a] '

plt=L)=NT

La distribuzione di probabilita di o vale

1 /dpdx o~ BH(p.x.0) _ e b

plo) = 7 h 2cosh 3b°

Ne segue che

—Bb _ b

o) = Zap(a) - 62 cosh B8b

ovvero

| (o) = —tanh b, |

Il numero medio di particelle contenute nell’intervallo |z| < a ¢&:

Nen[ dL)dr = N— "
=N e ddr =N T,

—a



La condizione N = N/2 richiede che

BVo
ae 1
_ BVo _
- = ae =L —a.
aePVo + L —a 2

Da cui si ottiene la temperatura richiesta

Vo

r= In[(L —a)/a]

1.e) La probabilita di trovare una particella con il valore di ¢ fissato in un segmento dL di lunghezza dz intorno al
punto z &, cfr. (6):

1 dpd —BV (z)—pBbo
pi(xz € dL,o)dx = —/ APAT  —BH(pw,0) _ € da.
Z1 Jeear  h 4[aefVo + L — a| cosh 8b

Di conseguenza
a aelVo—Bbo

N, =N dL,c)dz = N ,
(] < a) pi(x € dL,o)de = N o T osh b

—a

da cui segue:

Ni(Jz| <a) o~ 260

N_(Jz| < a)

Dalla condizione al punto 1.d) si ha

—2b/V;
6ﬁVD:L—a N+(|x\<a): L—-a 2/0.
a N_(Jz| < a) a

2.a Se il sistema ¢ composto da Bosoni il numero di particelle a temperature T' ¢ pari a N = Ny + N; dove N ¢ il
numero di particelle nello stato condensato (¢ = €min) ed N il numero di particelle nello stato non-condensato
(¢ > €min) dato da,

i G(e)

N = de eﬁ(‘f*l‘) — 17

€min

dove G(e) & la densita degli stati di singola particella (4). La condizione di condensazione & quindi:

e G(e)
/ de Ble—amm) 1 — N < o0.

€min

Nel problema in questione €, = =V — b, e dalla (4) si vede che il termine rilevante ¢ il primo. Otteniamo cosi
/+°° e+ Vo+0) 1 T de 1
de = — —— — 00,
vob Vet Vo +b efletVotd) — 1 0 Veefe—1

perche Pintegrando diverge come €~3/2 per € — 0. Ne concludiamo quindi che

teo G(e) . .
de ———— — o0, = Non esiste condensazione BE.
eﬁ(e_emiu) — 1

€min




3.a Come nel caso precedente €, = —Vy — h, per cui il valore medio di ¢ a T'= 0 & dato da
N, —N_
Z / deo Gle,0) = ———
o==+1 Vo— NJF + N7

dove G(e,0) ¢ la densita di stati di singola particella per ¢ fissato data dalla (3) ed Ny il numero di particelle, a
T = 0, con rispettivamente 0 = £1. Dalla (3) si vede facilmente che G(e,+1) = 0 per € < b— V. Di conseguenza
se ep = b — Vj allora Ny = 0 e quindi

’<J>:—1 per T'=0, eF:b—VO.‘

3.b L’energia del sistema a temperatura 7' = 0 ¢ data da

E(T=0)= /EF de G(e) e,

—Vo—b

done G(e) data dalla (4). Per ep = b solo i prime tre termini contribuiscono, due per ¢ = —1 ed uno per o = +1.
Usando ripetutamente

2
de\/e%ieo = g(€+260) V€ — €p,

otteniamo

b
€ 2
de ——S B+ Vo +b) = —= (2Vo + b)\/Vo + 26,
/ Tttt = 3@+ )V

—Vo—b

b
€ 2
de ———=0(e+ V) —b) = —= (Vo — 3b)/ VD,
/—Vo—b € e+ Vo —b (€ 0 ) 3(0 ) 0

b
/ de — 9(e+b)=—§b\/%.

—Vo—b ve+b

L’energia richieste ¢ quindi

E(T =0) = —?;ih\/% {a(2VO+b) Vo + 20+ a(Vo — 3b)y/Vo + (L—a)b\/%} :




