APPUNTI PER IL CORSO DI MECCANICA STATISTICA
Numero medio d’occupazione e condizione di degenerazione
M. Falcioni, 2012
In un gas perfetto di particelle identiche, il numero di occupazione medio di uno stato di

singola particella, con energia ¢, ¢ dato dalle statistiche di Fermi-Dirac o Bose-Einstein
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Assumiamo che il minimo delle energie di singola particella sia zero.

Avevamo ottenuto che la statistica di Boltzmann (statistica “classica”)
(n) = eBlu—e) (2)

¢ valida finché si ha (n) < 1, per ogni stato, quindi finché il potenziale chimico, p, si
mantiene negativo con |u| > 1. Infatti in questo caso la (1) e ben approssimata dalla (2).
Mostriamo che la condizione di degenerazione del gas (cioe l'inizio del regime in cui gli
effetti quantistici diventano importanti) si puo scrivere p &~ 0. Questo risultato si puo
ottenere studiando il ruolo che 3 e p (pensati come parametri) hanno nel determinare I’
andamento di (n) come funzione di €, e tenendo presente una relazione generale tra § e p

in un sistema con numero fissato di particelle.

I. FERMIONI

Nel caso di particelle fermioniche, il numero medio di occupazione
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(n) =

pensato come una funzione della variabile €, contenente 3 e p come parametri, € monoton-
amente decrescente (d(n)/de < 0) dal valore +1 (per € — —o0) al valore 0 (per € — +00) e

vale 1/2 per € = p. Osservando che
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si capisce che, nel piano ((n),€), (n) ¢ antisimmetrica rispetto al punto ({(n) = 1/2, ¢ = p).
Mentre il parametro p determina il punto di antisimmetria della funzione, il ruolo di 3 si

puo ricavare dall’espressione (3) per (n). Questa ci dice che la zona intorno a € = y in cui
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FIG. 1: (n) e d(n)/de per i fermioni, al variare di 5 (8 =2 e 3 =5), tenendo fisso p (1 = 0).

e concentrata la variazione di (n) nel passare da +1 a 0 ¢ di ordine 1/4 = kT'. Infatti, dato

che
d(n) dn -3
de  de  4ch®(B(e— p)/2) @

vediamo che la derivata di (n) e una campana (rovesciata) di larghezza di ordine 1/5 = kT

intorno a € = . Per esempio, scegliendo p = 0, la Figura 1 mostra (n) e la sua derivata per
i due valori # =2 e § = 5. Il parametro [ determina quindi quanto rapidamente (n) passa
da 1 a 0: minore ¢ la temperatura piu rapida ¢ la transizione da 1 a 0, che ha luogo intorno a
1. Abbiamo ricordato che per un gas nel regime classico il potenziale chimico e negativo con
|| > 1. Quindi, in questo caso, la regione delle energie positive (corrispondenti a € > ) si
trova nella zona esponenzialmente piccola di (n), in cui appunto (n) < 1.

Nei sistemi con fissato numero, N, di particelle, i parametri 1 e § non sono indipendenti

ma sono legati dalla relazione che determina NV:

N = / eﬁ(e ) + 1’ (5)

dove G(e) indica la densita degli stati. Se G(e) = (cost) €%, introducendo la fugacita
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FIG. 2: (n) per i fermioni al diminuire di 7', e all’ aumentare di x (e di 3): (u = —4.0, 6=1.0) e
(1 =—0.2, f = 4.0).

f =-exp(Bu),la (5) si puo riscrivere

N = (cost) (KT)>™! /00 du v = (cost) (KT)* I,(f) . 6
(oost) ()" [t = eost) (4T () ©)
La funzione I,(f) e crescente in f (come si verifica facendone la derivata), quindi 1’ equazione

(6) implica che al diminuire della temperatura f deve aumentare. Supponiamo di partire

dal regime di Boltzmann in cui le temperature sono alte e ;1 < 0). Al diminuire della
temperatura, la condizione df > 0 implica

df = d(’*) = f (udf+ 8 dp) >0 cioe Bdu>—pdp;

ovvero anche il potenziale chimico deve aumentare mentre la temperatura diminuisce (df >
0). Quindi, mentre per alte temperature il punto di antisimmetria (in cui (n) = 1/2) si ha
per i valori non fisici € = u < 0 (cosicché per € > 0 (n) < 1) al diminuire di 7', u cresce

e contemporaneamente (n) diventa sempre piu ripida intorno a € = p. Quando p € vicino

a zero per gli stati con € £ 0 non ¢ piu vero che (n) < 1 e la statistica classica non ¢ pilt
utilizzabile (v. Figura 2).



-5 0 5 10 15 20

FIG. 3: (n) per i bosoni, al variare di 8 (5 = 0.1 e 5 = 1.0), tenendo fisso u (u = —10).

E interessante osservare che, per quanto discusso sopra, nel limite " — 0, (n) diventa un
gradino che passa da 1 a 0 in € = pg, essendo g il valore del potenziale chimico a T" = 0.
Questo risulta anche considerando che, dalla (4), si ottiene che d(n)/de calcolata in € = p

vale —f3/4 e quindi — —oc per T — 0.

II. BOSONI

Nel caso dei bosoni, la funzione
1

(n) = oBle—m) — 1
¢ anch’essa decrescente in €, ¢ positiva per € > pu, ha valori negativi per € < p e tende a +00
per € — p. Limitiamoci a considerare i valori positivi del numero medio d’ occupazione.
Il potenziale chimico determina per quali valori di € (quelli & p) la funzione (n) ¢ “molto
grande” e, anche in questo caso, il valore di § determina quanto rapidamente (n) decresce
verso 0 mentre € si allontana da p (v. Figura 3). Con considerazioni analoghe a quelle

fatte per i fermioni, anche per i bosoni si puo vedere che una diminuzione di temperatura



comporta un aumento di p. Finché p < 0 gli stati con energia positiva sono scarsamente
popolati. Quando pu si avvicina a 0 per gli stati con € % 0 non vale pit la condizione (n) < 1
e non e piu applicabile la statistica di Boltzmann.

Si osservi che, avendo fissato il numero di particelle del sistema, la condizione di degen-
erazione, 1 ~ 0 ovvero f & 1, definisce, attraverso I’ Eq. (6) o I’analoga per i bosoni, una

“temperatura di degenerazione”.

III. IL CASO H =p?/2m

Nelle considerazioni precedenti nulla e stato assunto sull” Hamiltoniana di singola parti-
cella, a parte che il minimo del suo spettro e zero. Se I” Hamiltoniana di singola particella
¢ H = p?/2m, per un gas contenuto in un volume V, indicando con g la degenerazione di
spin, si ha:
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Per questi sistemi avevamo visto che la condizione di validita della statistica classica si
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traduce nella relazione
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e Consideriamo prima un gas di fermioni. La condizione di degenerazione (u & 0 ovvero

f = 1) significa, come si ottiene dall’ Eq. (6) ponendo f =1,
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come ci si puo aspettare dalla (7). Infatti I’ integrale Ir si sa scrivere in termini di

funzioni gamma di Eulero, I'(x), e zeta di Riemann, {(z), usando la formula:
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valida per > 1. Ponendo x = 3/2 si ottiene

Ir = (1 - %)g C(3/2) .



Dato che ((3/2) = 2.612, si ha

2
—=1Ir) = (0.765) .
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e Nel caso di bosoni la degenerazione compare quando

_ 2mgV 3/ 3/ /°° ul2du _ 2V
N=—=3 (2m)*?(kT) Ml _Agﬁ(IB),

cioe
gV s 2 gV
)\3:—(—]> ~ T
N \/r " ’

dato che, dalla formula
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con z = 3/2, si ha

(% IB> = ((3/2) = <2.612> .



