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Su un problema del calcolo dele probabilita connesso con 1'interpretazione cinetica
dell'aumento di entropia

Senza stare a discutere in primo luogo la connessione di cui e fatta menzione nel ti
tolo (1), rivolgiamoci immediatamente al proleme particolare. Siano data N palline
(p.e. 100). Per distinguere 1'una dall'altra, siano esse numerate progressivamente da

1 a N. Siano momentaneamegpte separate in due urne, in modo che l'urna A ne cantenga
Po.(p.e. 90) e 1'urna B B, =N =P/ ( dungue 10 ). Inoltre non sia noto quali particola
ri palline giacciana in A ® quali in B . Si trovino inoltre in un sacco N biglietti
da_ lotteria, numerati da 1 a N. Ogni dieci secondi viene estratto un biglietto, vie
ne letto il numergy gquindi il biglietto viene rimeeso a posto e si mischia per bene,
Poi se ne estrae un altro, si legge il numero etc. Ogni volta che viene letto un nume
ro, la pallina che porta questo numero salta dall'urna in cui si trova nell'altra, e

Ci rimane finché non viene estratto il suo numero un'altra volta. S5i vede che & sempre
Pil probabile che la pallina appena chiamata si trovi nell'urna pit piena anzicheé in
quella pit vuota., Dunque finche l'urna A & molto piu piena della B, a seguito della mag
gior parte delle successive estrazioni sara 1l'urna A a vuotarsi nell'urna B,
ramente essa ricevera una pallina dall'urna B,

Per chiarire: su un foglio di carta millimetrata corrisponda sulle ascisse ad a
limetro il passaggio dall' r-esima all' r + l-esima estrazione.
1' r-esimo punto tracciamo come ordinata
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2 e Qr indicano i contenuti delle urne dopo la r —esima estrazione, f Pr - Gr' il
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valore assoluto (2) della loro differenza. Si ottiene cosi una successio

che per comodita possiamo pensare collegati da una poligonale. Sia il
tivamente molto alto,

ne di punti
primo punto rela
Yo, = 80. Ogni punto di questa successione si trova sempre due uni
ta pit in basso o due unita pid in alto del precedente., Una terza possibil
Se y ha ancora un valore molto alto, M si trovera di solito pil in basso (3); 1a
® curva" mostra cosi all'inizio una decisa tendenza a scendere, e solo qua e 13 risale
di uno o di alcuni tratti., Solo quando & gid scesa molto (i contenuti delle urne non sa
no pit molto diversi) quaste estrazioni "sbagliate" capitano pit spesso: la tendenza ver
so il basso diventa pilu debole. Alla fine la curva corre vicina all'asse dello zerog, men
tre ora 1'una ora l'altra urna si riempié un po' di pil. Restera ora per tutto il futu-
ro prossima allo zera? No, Immaginiamo che le estrazioni si protraggano enormemente a
lungo. La successione di una serie di estrazioni tale da condurre nuovame
ferenza notevole o addirittura molto grande sard molto rara.
tanto raccolgano tutte le 100 palline in B la probabilita & solo molto piccola/ma non
nulla, (Se ne pud facilmente calcolare il valore). Se si prosegue nelle estraziong abba
stanza a lungo, diventa estremamente improbabile che questi alti o eccezionali "
permangano nella curva, abbastanza prolungata. Tanto basta,
proseguita abbastanza a lungo perché anche i picchi piy
di volte.

ita & esclusa,

nte ad una diF_
Ma perche le estrazioni ogni

picchi”

La curva delle estrazioni sia
rari ricorreno un paio di migliaia
La curva correrd allora per lo pid melto vicina allo zero, innalzandosi solo
raramente in modo apprezzabile e ancora pit di rado assumendo valori elevati,

Ogni volta che, nel seguito delle estrazioni si trovano nQovamente 80 palline di oidu in

un'urna che nell'altra Siamo naturalmente portati a scommettere che 1la differenza, con
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la prossima estrazione, scendera a 78. Tnfatti & nove volte pili probabile che la prossi
ma pallina ad essere chiamata sia una delle 98 palline dell'urna pil piena che non una
delle 1C dell'urna piu vuota. Come si vede questo fatto nella rappresentazione grafica
della curva ? Dai punti posti all'altezza y = 80 essa va nove volte sempre pil spesso
in gid che in su ? 5i impone 1l'immagine seguente: tracciamo all'altezza y = 80 una ret
ta orizzontale; questa retta interseca la nostra curva in tutti i punti considerati.

Se questa retta interseca la curva 10.000 e una volta in un punto che si trova sul lato
destro (in discesa) di un picco, allora dewve intersecarla almeno 10.000 volte in un pun
to situato sul lato sinistro di un picco, in salita. Infatti per poter uscire a destra—
da un picco deve esserci sempre entrata prima da sinistra (4). Non si sarebbe a Guesto
punto tentati di dire&;iiikwpunto di intersezione con la retta la curva va nel tretto
successivo tanta spessa in 'git che in su ? Non si dovrebbe stare attenti a scommettere
che la differenza scenderd ‘da. 80 a 78 7 L

Naturalmente la scommessa & del tutte giustificata e 1l'errore nella rappresentazione
geometrica & molto facile da trovare. Chiarire dettagliatamente gquesto errore & di un
certo interesse, perché cid aiuta a gettar luce su una obiezione, molto interessante

ma non caorretta, che & stata ripetutamente avanzata contro il teorema H di Soltzmann
(interpretazione cinetica dell'aumento di entropia). Boltzmann ha ideato, per replica

re a questa particolare obiezione, un esempio che coincide con il nostro in tutti i trat
ti essenziali.

Lo si vede facilmente: la apparente contraddizione sparisce, quando all'altezza V¥ = 80
si trova un numero sufficientemente grande di massimi della curva. In tal caso ess. ef—
fettivamente tende, nel tratto successivo, a portarsi dell'altezza 80 piu spesso in bas
so che in alto, nonostante le considerazioni precedenti. Percentualmente si dovranno tro
vare ancora piu massimi ad altezze ancora piu elevate.( Per vy = 100 si trovano solo mas_
simi). Se si cerca di immaginare come deve andare la curva si incontrano all'inizio del
le nuove difficolta. Queste si risolvono se si calcolano tutti i valori che qui si stan
no considerando, Riguardo a questi calcoli ci siano concessi

ancora alcuni cenni:
si pensi la curva protratta enormemente a lungo.

Z(y) sia il numero di punti della
curva che si trovano all'altezza y, Pertanto la probabilita che da uno particolare di.
questi punti la curva vada in gil nel trattao successivao & (5)

fly) =2 | (A)
che vada all'insy

sly) ==z (8)
Il numero di tratti del tipe (y — y-2) & dunque:

2y) fly) = 2(y) LY 2

Analogamentte si trova per il numero di tratti del tipe (y - 2 —py) il valore

2(y2) 8(y = 2) = 2(y-2) Lzl -2 ()

Per ragioni geometricheé la curva deve percorrere altrettanto spes

so il tratto v y — 2
che il tratto y -2 — y, =7

51 ottiene cosi 1a formula di recursione:



Z(Y)=Z(y-2)-s-—(L-_—?-)- = 2 (y-2) Nely=2)

fy) N+ y

(E)

Si vede dunque quanto piu raramente la curva sale fino a 3 che non fing a y = 2

( per N = 100, y = 80 si ottiene : 2(80) : 2(78) =22 :.180; y = 98 da : z(98) : z(98) =
=4 : 198)

L'interno di ogni punto ad altezza y ha una delle forma seguenti : x) (y -2) Dy
= y-2sf)lv-2) y=>y+2) ¥)(v+2)5y>5(y-2586)(v+2) >

—~y —» (y + 2). 5i calcola facilmente che le frequenze di queste quattro successioni
stanno tra loro come (6): S

"‘o(:%'—X‘-[B = [fly) f(y)] : [f(y q(yi ='[ (v) f(y)] : ) s(y)1

0, se si divide tutto per f(y) S(y) e si prendono per f e 5 i valori dati da A, B

«:‘;:8,26=N_+._y._: 1:'1:-_1:1—:—!—_ (F)

N =y N+ y

Per y vicino ad N dunque ® & molto grande, § molto piccolo. QUESE'ultimo fatto ci dice:

le discese della curva scendono per la maggior parte in modo abbastanza " liscio". Dalle

equazioni "E e F si possono dedurre ora senz'altro tutte le affermazioni sull'andamen
to medio della curva, Per riassumere pessiamo dire:

1. La citata"curva" va normalmente da ciascuno dei suoi punti pid alti verso il basso e
solo raramente wncora pid in alto.

2. Questa affermazione vale - e questo suona all'inizio particolarmente paradossale -

altrettanto se la "curva" viene percorsa da sinistra a destra cheé dd destra a sinistra (7)

Gdttingen, ottobre 1905.

1) Vedi due lettere di Boltzmann nel vol. 51 della rivista inglese "Nature" (1894/95)
pag. 413 e 581, Inoltre, ivi, pag. 31, 78, 152, 175, 221, 293, 319.

Boltzmann Math.
Annalen vol. 50 - Boltzmann, Gastheorie vol. II, par, 88 - 91.

Si considera il valore assoluto al solo scopo di non dovere nel seguito stare sempre
a distinguere tra ordinate positive e negative.

3) La probabilita di crescita &: ;2, di diminuzione :

? se PO > QO.

4) Il fatto che qui non si tratti di nessuna "curva", ma soltanto di una successione
di punti separati, non cambia niente. Se il punto arriva dall'altezza H all'altez
zaH + 4 , in questo intervallo deve effettivamente toccare una volta 1l'altezza H—¥ 2
Pud saltare questo valore tanto poco, quanto potrebbe farlo una curva continua. Nel
conto si trova una discesa verso destra in soprennumero percheé per ipotesi la curva
comincia con una discesa verso destra.



5)

6)

7)

La somma dei contenuti delle urne & N, la differenza y. Nell'urna pit piena si trova
no dunque (N + y) : 2 palline, nella pit vuota (N - y) : 2. Le equazioni A, B valgg
no per ogni y, tranne per y = 0. E'S(0) =1, f(0)s 0.

(v - 2) 8(y=2) #(y),
2 la probabilita
f(y) fly).

N

I1 numeroc di volte che si presenta la forma [X) & chiaramente: X =
dato che essa comincia col punto y — 2 e,quando & salita ad y, f(y)
che il prossimo tratto vada all'ingit. Da (E) si ha dunque & = Z(y)
Analogamente sara § = Z(y) f(y) S(y) etc.

Inéeguitoma‘qdesto cambiamento del senso di percorrenza ogni tratto in discesa si
trasforma in un tratto in salita. Si potrembe cosl argomentare con una considerazione

superficiale che-le: curva debba mostrare nei due casi un comportamento "opposte". Una ri

flessione analoga costituisce proprio il punto di partenza di uno dei. due falsi argo-
menti con cui si & tentato di provare a priori l'impossibilita di una interpretazione
Cinetica dell'aumento di entropia (si confronti oltre alla letteratura citata nella pri
ma nota anche: Matematische Enzyklop#die V. 8. Boltzmann, " Teoria cinetica della
materia" par. 14)



