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Sapere che sai quando sai, e sapere che non sai quando non sai: questa
è la conoscenza

(Confucio)

1 Il Problema dell’irreversibilità

Nella vita di tutti i giorni incontriamo continuamente fenomeni che sug-
geriscono, in modo evidente, un’ intrinseca irreversibilità dei processi natu-
rali. Basti pensare al disperdersi di una goccia di inchiostro in un bicchiere
d’acqua, lo sciogliersi di una zolletta nel caffè, o il frantumarsi di un piatto
sul pavimento,

Se si effettua la ripresa cinematografica di un evento, come la rottura di un
bicchiere, l’accensione di un fiammifero, o il tuffo di un nuotatore da un tram-
polino e si proietta la pellicola in senso inverso si ha la sensazione di qualcosa
di impossibile (ed anche un po’ ridicolo): i pezzi del bicchiere si riuniscono,
la cenere scompare e spunta la fiammella riformando il fiammifero, tutti gli
schizzi d’acqua si ricompongono e dalla superficie della piscina tornata piatta
riemerge il tuffatore. Al contrario nel filmato di fenomeni elementari, come
le oscillazioni di un pendolo o gli urti tra sfere elastiche, non si nota niente
di innaturale nella proiezione in senso inverso. A prima vista sembrerebbe
quindi esistere una netta distinzione tra i fenomeni reversibili e quelli irre-
versibili. Da una parte le leggi di evoluzione che descrivono fenomeni come la
conduzione del calore e la diffusione, con una struttura intrinsecamente irre-
versibile, e il secondo principio della termodinamica, che stabilisce l’esistenza
di una ben definita direzionalità temporale: il calore non passa mai spon-
taneamente dal corpo più freddo a quello più caldo, le sostanze in soluzione
diffondono sempre dalle zone a concentrazione più elevata verso quelle con
concentrazione più bassa e cos̀ı via. Dall’altra fenomeni “semplici”, come i
pendoli, ma anche il moto dei pianeti, per i quali il moto inverso (cioè il film
proiettato al contrario) è indistinguibile da quello diretto.
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Ovviamente tutto questo pone un evidente problema se si accetta che i
costituenti ultimi della materia siano atomi (o molecole) che interagiscono
obbedendo alla meccanica di Newton (una trattazione del problema in ter-
mini quantistici non modifica in modo rilevante gli aspetti concettuali del
problema). Poichè le leggi fondamentali della fisica (sia classica che quantis-
tica) hanno una struttura reversibile, la dicotomia tra fenomeni irreversibili
e leggi fondamentali reversibili non può essere accettata a cuor leggero.

Il secondo principio della dinamica specifica le equazioni che regolano l’
evoluzione di un sistema di N particelle, di massa m1, m2, ...., mN , interagenti
tra loro:

mi
d2xi

dt2
= Fi(x1, ....,xN) = −∂U(x1, ....,xN)

∂xi
. (1)

Facciamo evolvere il sistema descritto dalle equazioni (1), a partire da una
certa condizione iniziale (x1(0), ..., xN (0); v1(0), ..., vN(0)) fino ad un certo
tempo t > 0. Questo equivale a proiettare il film in avanti. Al tempo t si
“inverta il tempo”: lasciando invariate le posizioni x1(t), ...,xN (t) si invertono
le velocità sostituendo le v1(t), ..., vN (t) con −v1(t), ...,−vN (t), e si faccia
evolvere nuovamente il sistema; questa operazione è l’analogo matematico del
proiettare il film all’indietro. Poiché le equazioni di Newton sono invarianti
rispetto alla trasformazione di inversione temporale

xi → xi, vi → −vi, t → −t, (2)

l’evoluzione diretta e quella inversa sono ugualmente possibili: il sistema
ripercorrerà all’indietro la sua storia e, al tempo t dopo l’ ”inversione tem-
porale”, ritornerà nella stessa posizione iniziale ma con le velocità invertite1.

Il dibattito sulla freccia del tempo è stato spesso acceso e molte sono state
le proposte (anche diametralmente opposte), non è questa la sede per una
discussione dettagliata di questo problema, un’ ottima lettura è la voce di F.
Guerra per l’Enciclopedia Einaudi [1]. Da una parte non è facile rinunciare

1analogamente l’equazione di Schrödinger

i
h

2π
∂tψ = Ĥψ

è invariante rispetto alla trasformazione

t→ −t ψ → ψ∗
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alle reversibilità delle leggi fondamentali, ma pochi (anche se tra questi pochi
c’ è A. Einstein) riescono ad accettare che la distinzione fra passato, presente
e futuro è solo un’illusione, anche se tenace[2]. Dall’ altra parte è difficile
abbandonare la percezione intuitiva di una realtà che si sviluppa ed evolve
suggerendo che l’irreversibilità non sia qualcosa di meramente soggettivo.
Chi avrà mai il coraggio di dire che Hiroshima e Auschwitz sono state state
illusioni?

2 L’ equazione di Boltzmann

Il primo (e nell’opinione di molti il maggiore) contributo al problema di come
conciliare l’irreversibilità a livello macroscopico con la reversibilità a livello
microscopico è dovuto a L. Boltzmann, con il suo teorema H e i successivi
sviluppi originati dall’ acceso dibattito nato in risposta alle varie critiche che
gli vennero mosse[3].

Boltzmann cercò di affrontare i seguenti problemi:
a) ottenere, nell’ambito della meccanica newtoniana2 la distribuzione di

Mawell-Boltzmann(MB) per le velocità delle molecole di un gas in equilibrio
termodinamico.

b) mostrare, sempre nell’ambito della meccanica classica, che partendo da
una generica distribuzione di probabilità, asintoticamente si ottiene sempre
la distribuzione di MB.

Consideriamo un gas di N particelle identiche di massa m contenute in
una scatola (di volume V ) con pareti lisce ed elastiche (oppure con condizioni
periodiche ai bordi). Le particelle sono soggette a:

I) una forza esterna F(x) che agisce sulla singola particella nella posizione
x;

II) un’ interazione a coppie a corto raggio, i.e. diversa da zero solo se
|xi − xj| ≤ σ. Si può, ad esempio, pensare ad un gas di sfere dure di raggio
r allora il potenziale è ∞ se |xi − xj | ≤ 2r e zero se |xi − xj | > 2r.

Assumiamo inoltre che il gas sia diluito, i.e. σ sia molto minore della
tipica distanza tra particelle ℓ = (V/N)1/3.

Introduciamo la funzione di distribuzione f(x,v, t), cioè la densità di
probabilità di trovare una molecola con velocità v nel punto x al tempo t3.

2sarà chiaro in seguito che oltre alle leggi della dinamica è necessario introdurre un’
ipotesi aggiuntiva.

3per ragioni storiche si usano le variabili (x,v), sarebbe più coerente con il formalismo
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Cerchiamo l’equazione di evoluzione per la f . Nel caso si abbia solo la forza
esterna F(x) si ha

∂f

∂t
+ (v · ∇)f + (

F

m
· ∇v)f = 0 (3)

dove ∇v è il gradiente rispetto alle componenti della velocità. Notare che
per particelle non interagenti le equazioni di Hamilton sono

dx

dt
=

p

m
,

dp

dt
= F

quindi la (3) non è altro che l’equazione di Liouville per ρ(x,p, t) = 1
m

f(x,v, t).
In assenza di interazioni tra particelle ∂

∂t
+ (v · ∇) + ( F

m
· ∇v) è la derivata

sostanziale D
Dt

lungo la traiettoria. In questo caso è possibile avere dei cam-
biamenti temporali di f ma solo per quanto riguarda la variabile spaziale
mentre per la variabile velocità non può succedere molto. Per semplicità con-
sideriamo il caso con F = 0: poiché v = |v| non cambia durante l’evoluzione
temporale necessariamente la densità di probabilità di v non varia nel tempo
e quindi non potrà tendere alla distribuzione di MB.

Che succede in presenza di interazione? L’equazione (3) sarà modificata
in

Df

Dt
= C

ove C indica i contributi dovuti alle interazioni.
Nel caso di gas diluito è sufficiente considerare la variazione di f(v, t)

dovuta alle collisioni binarie in quanto il contributo delle collisioni che coin-
volgono 3 o più particelle è trascurabile. Si hanno due tipi di collisione4:

a) 2 particelle (diciamo quelle con indice 1 e 2) collidono in modo tale che
dopo l’urto una particella ha velocità v

(v′
1,v

′
2) → (v1,v2) ove v1 = v ,

ovviamente bisogna sommare su tutte le possibili collisioni compatibili con
la dinamica;

b) la particella 1 con velocità v1 = v collide con un’altra

(v1,v2) → (v′
1,v

′
2) .

della meccanica analitica usare (x,p).
4il termine collisione è leggeremente improprio, ma è giustificato dal fatto che nel caso

di gas diluito ogni particella interagisce con le altre solo una frazione di tempo molto breve.

4



Naturalmente collisioni di tipo a) danno un contributo positivo ad f(v, t)
mentre quelle di tipo b) fanno diminuire f(v, t).

Per semplicità di notazione consideriamo prima il caso in cui la velocità
può assumere solo valori discreti, ed indichiamo con fi(t) il corrispondente
discreto di f(v, t). Poiché ci sono solo collisioni binarie l’equazione per fi(t)
deve avere la seguente struttura:

dfi

dt
=

∑

k,l,j

T(k,l)→(i,j) −
∑

k,l,j

T(i,j)→(k,l) ,

il primo e secondo termine rappresentano, rispettivamente, il contributo delle
collisioni di tipo a) e quelle di tipo b), e T(k,l)→(i,j) è l’apporto della “collisione”
(k, l) → (i, j).

Il punto delicato è come determinare T(k,l)→(i,j) , sicuramente si può scri-
vere

T(k,l)→(i,j) = W(k,l)→(i,j)F
(2)
k,l (t)

dove F
(2)
k,l (t) è la probabilità congiunta di avere una particella nello stato k ed

un’altra nello stato l, e W(k,l)→(i,j) è indipendente da F
(2)
k,l (t). In questo modo

non abbiamo un sistema chiuso di equazioni e dobbiamo scrivere l’equazione
di evoluzione per F

(2)
k,l (t), questo comporta l’introduzione di nuove variabili

F
(3)
k,l,m(t) la cui evoluzione richiede F

(4)
k,l,m,n(t) etc (questo è il problema della

gerachia di BBKGY). L’ipotesi di Boltzmann (in genere indicata col termine

caos molecolare, in tedesco Stosszahlansatz) è la fattorizzazione di F
(2)
k,l (t)

come prodotto di fk(t) ed fl(t):

T(k,l)→(i,j) = W(k,l)→(i,j)fk(t)fl(t)

ove W(k,l)→(i,j) è indipendente da fk(t) ed fl(t). Vedremo che questa as-
sunzione è piuttosto delicata. Non è difficile vedere che, se il potenziale di
interazione tra due particelle dipende solo dalla mutua distanza, si ha:

W(k,l)→(i,j) = W(i,j)→(k,l)

questo segue dal fatto che, nella dinamica newtoniana, la “collesione inversa”
(k′, l′) → (i′, j′) (ove l’apice indica l’inversione delle velocità) è equivalente a
quella diretta (k, l) → (i, j) ed anche alla (i′, j′) → (k′, l′).

Introduciamo la funzione H(t):

H(t) =
∑

i

fi(t) ln fi(t)
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Con facili calcoli (ricordarsi che
∑

i fi(t) = 1) si ottiene

dH(t)

dt
=

∑

i

dfi(t)

dt
ln fi(t)

dH(t)

dt
=

∑

i,j,k,l

W(k,l)→(i,j){fk(t)fl(t) − fi(t)fj(t)} ln fi(t) .

Utilizzando la simmetria tra le collisioni (k, l) → (i, j) e (k, l) → (j, i) si ha

dH(t)

dt
=

1

2

∑

i,j,k,l

W(k,l)→(i,j){fk(t)fl(t) − fi(t)fj(t)} ln[fi(t)fj(t)] ,

ed usando la simmetria tra (k, l) → (i, j) e (i, j) → (k, l) si ottiene

dH(t)

dt
= −1

4

∑

i,j,k,l

W(k,l)→(i,j){fi(t)fj(t)−fk(t)fl(t)}{ln[fi(t)fj(t)]−ln[fk(t)fl(t)]} .

È facile dimostrare che dH/dt ≤ 0, infatti W(k,l)→(i,j) ≥ 0 inoltre (ln x −
ln y)(x− y) ≥ 0 per ogni x > 0 e y > 05. Abbiamo quindi che dH/dt ≤ 0, ed
è zero solo quando le {fi} soddisfano l’equazione

f
(s)
i f

(s)
j = f

(s)
k f

(s)
l .

A questo punto è opportuno tornare all’equazione per il caso con variabili
continue, per semplicità condideriamo il caso in assenza di forze esterne e
trascurando la dipendenza spaziale:

∂tf(v1, t) =

∫

W [(v′
1,v

′
2) → (v1,v2)]{f(v′

1, t)f(v′
2, t)−f(v1, t)f(v2, t)}dv′

1dv
′
2dv2 ,

(4A)

5consideriamo la funzione

G(x, y) = (lnx− ln y)(x− y) = y ln
x

y
(
x

y
− 1) ,

se x/y > 1 allora ln x
y > 0 e (x

y − 1) > 0, analogamente se x/y ≤ 1 allora ln x
y ≤ 0 e

(x
y − 1) ≤ 0, quindi G(x, y) ≥ 0.
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l’espressione esplicita di W [(v′
1,v

′
2) → (v1,v2)] per i nostri scopi è irrile-

vante6. L’ eq. (4) è l’equazione di Boltzmann, chiave fondamentale per la
teoria cinetica.

L’equazione che determina la distribuzione stazionaria diventa

f (s)(v1)f
(s)(v2) = f (s)(v′

1)f
(s)(v′

2)

o equivalentemente

ln f (s)(v1) + ln f (s)(v2) = ln f (s)(v′
1) + ln f (s)(v′

2) .

Ricordiamo che nelle collisioni binarie si deve conservare l’impulso e l’energia:

v′
1 + v′

2 = v1 + v2 e |v′
1|2 + |v′

2|2 = |v1|2 + |v2|2 , (5)

segue
ln f (s)(v) = a + bvx + cvy + dvz + e|v|2

ove a, b, c, d e e sono costanti da determinare. Sfruttando le proprietà di
simmetria (invarianza per rotazione), in assenza di una corrente media si
ottiene

f (s)(v) = Ae−B|v|2

cioè proprio la distribuzione di MB7.
Abbiamo quindi che a partire dall’ equazione di Boltzmann una gener-

ica distribuzione di probabilità iniziale f(v, 0) tende alla distribuzione di
MB. Poichè l’entropia, S, è proporzionale a −H , si ha che l’entropia non

6Nel caso di sfere dure di diametro σ si ha:

∂f

∂t
+(v1 ·∇)f+(

F

m
·∇v1

)f = α

∫

+

dn

∫

dv′

2|n·(v1−v2)|{f(v′

1, t)f(v′

2, t)−f(v1, t)f(v2, t)}
(4B)

ove α = N ′σ2, N ′ è il numero di particelle nell’unità di volume, n il versore nella direzione
congiungente i centri di massa delle due molecole e le velocità v′

1 e v′

2 devono soddisfare
la regola d’urto:

v′

1 = v1 − ((v1 − v2) · n)n v′

2 = v2 + ((v1 − v2) · n)n

Il pedice + nel primo integrale rappresenta la restrizione n ·(v1−v2) < 0 necessaria perché
avvenga l’urto.

7ovviamente B = m/(2kBT ) ove kB è la costante di Boltzmann, T la temperatura ed
A è determinata dalla condizione di normalizzazione

∫

f (s)(v)dv = 1 , A = (B/π)3/2.
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diminuisce mai ed è massima in corrispondenza della distribuzione di Maxwell-
Boltzmann. A questo punto sembrerebbe che il teorema H fornisca una
”dimostrazione” del secondo principio della termodinamica, una delle leggi
fondamentali della fisica macroscopica, in termini della teoria cinetica.

Le virgolette stanno ad indicare che le cose non sono affatto cos̀ı semplici...

2.1 Due paradossi apparentemente insormontabili

La soluzione proposta da Boltzmann per problema dell’ irreversibilità si scon-
tra con i paradossi della ricorrenza (dovuto a E. Zermelo), e della reversibilità
(dovuto a J. Loschmidt)[3]. Zermelo notò che il teorema H è in disaccordo
con il teorema della ricorrenza di Poincaré: in ogni sistema meccanico, il
cui moto avviene in una regione limitata dello spazio delle fasi, a un certo
tempo finito TR il sistema ritorna vicino alle condizioni iniziali. Poiché la
funzione di distribuzione f , e quindi H , dipende dalle posizioni e dalle ve-
locità delle molecole, quando il sistema torna, dopo un tempo TR, vicino al
suo stato iniziale anche H deve necessariamente assumere un valore prossimo
al suo valore iniziale. Come conseguenza H(t) non può essere una funzione
monotona del tempo.

Il paradosso della ricorrenza è usualmente attribuito a Zermelo che lo for-
mulò nel 1896, ma sicuramente non fu il primo: venne preceduto da Poincaré
che, nel 1893, in uno scritto divulgativo notò:

Un teorema facile da stabilire ci dice che un mondo limitato, sottoposto
alle sole leggi della meccanica, ripasserà sempre attraverso uno stato molto vi-
cino al suo stato iniziale. Al contrario, secondo le leggi sperimentali conosciute
(se si volesse attribuire ad esse valore assoluto e si volesse spingere le con-
seguenze fino in fondo), l’universo tende verso un certo stato finale dal quale
non potrà più venir fuori. In questo stato finale, che sarà una specie di
morte, tutti i corpi saranno in riposo e alla stessa temperatura.[4]

Anticipando, almeno a livello qualitativo, anche la risposta di Boltzmann
all’obiezione di Zermelo:

il mondo resterà in quello stato soltanto per un periodo di tempo enorme,
tanto più lungo quanto più le molecole saranno numerose.[4]

Veniamo ora al paradosso della reversibilà: se H diminuisce dal tempo 0 al
tempo t, e al tempo t si invertono le velocità, allora, a causa della simmetria
delle equazioni del moto sotto inversione del tempo, il sistema ripercorrerà
al contrario la sua storia e per tempi maggiori di t si deve avere un aumento
di H .
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La Fig. 1 mostra i risultati di una simulazione numerica in un sistema di
dischi rigidi che collidono elasticamente.

2.2 La risposta di Boltzmann

Il problema del teorema H non è nella derivazione matematica, a partire
dall’equazione di Boltzmann, del risultato dH(t)/dt ≤ 0, cosa questa di
nessuna difficoltà, bens̀ı nel modo in cui l’eq. (4) è stata ottenuta. Lo
stesso Boltzmann riusc̀ı a dare una prima risposta (che in seguito si è rive-
lata sostanzialmente corretta) ai paradossi sollevati da Zermelo e Loschmidt.
Per quanto riguarda il paradosso della ricorrenza, egli notò che il tempo di
ricorrenza di Poincaré è, nei sistemi macroscopici, enormente lungo e di fatto
non osservabile. Ad esempio in un centimetro cubo di gas, a pressione e
temperatura normali, per avere un ritorno alla condizione iniziale, con una
precisione di 10−9 m nelle posizioni e 1 m/s nelle velocità, bisognerebbe as-
pettare un tempo dell’ordine di 101019

anni, cioè un tempo enorme anche
rispetto all’età dell’ Universo.8

Discutiamo ora il paradosso delle reversibilità che è basato sulla possibilità
di conoscere a un dato istante, con precisione infinita, e quindi invertire, le
velocità delle particelle.

La curva H(t) non è esattamente monotona, però lo è “in media” e con
alta probabilità, se si è abbastanza lontano dall’equilibrio termodinamico,
i.e. la distribuzione di probabilità è lontana dalla MB, vedi Fig. 2.

Nelle parole di Boltzmann
la seconda legge [della termodinamica] non può essere provata matemati-

8in termini moderni l’argomento di Boltzmann è una conseguenza del lemma di Kac[5]:
in un sistema ergodico, il tempo medio di ritorno in una regione A è dato da

< τA >=
τc
µ(A)

,

ove τc è un tempo caratteristico e µ(A) è la percentuale del volume dello spazio delle fasi

occupato dalla regione A.

Consideriamo uno spazio a d dimensioni (in un gas d = 6N), allora se A è un ipercubo
di lato ǫ, si avrà µ(A) ∼ (ǫ/L)d, ove L è la tipica variazione della singola componente del
vettore di stato. Quindi si ottiene

< τA >∼ τcC
d ,

ove C > 1, i valori precisi di τc e C non sono importanti quando d≫ 1.
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Figure 1: H(t) vs t in un sistema di 100 dischi elastici (con condizioni pe-
riodiche al bordi). I pallini indicano l’evoluzione diretta, i cerchietti neri l’
evoluzione della configurazione con inversione temporale dopo 50 e 100 col-
lisioni. L’inversione viene eseguita aggiungendo un errore di 10−8 in a), 10−5

in b) e 10−2 in c). La figura è tratta da: J. Orban and A. Bellemans Velocity-
inversion and irreversibility in a dilute gas of hard disks Physics Letter A 24,
620 (1967).
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Figure 2: Andamento tipico di H(t) vs t in un sistema con condizini iniziali
lontano dall’equilibrio termodinamico, la curva tratteggita mostra la previ-
sione del teorema H . I pallini neri sono i punti ai quali c’ è caos molecolare.

camente solamente dalle equazioni della dinamica... Quello che ho dimostrato
è il seguente fatto: è estremamente probabile che H(t) sia molto vicino al suo
valore minimo; se è più grande, allora può crescere o descrescere, ma la prob-
abilità che descresca è [molto] maggiore

È evidente che considerare solo le collisioni binarie è leggittimo nel limite
di gas diluito, quindi il punto debole nella derivazione dell’ equazione di
Boltzmann può essere solo l’ipotesi di caos molecolare con la fattorizzazione
delle probabilità congiunta delle velocità delle due particelle che collidono,
i.e. F

(2)
i,j = fifj .

Se si introduce il concetto di preparazione del sistema in uno stato macro-
scopico, cioè si considera l’insieme delle configurazioni microscopiche che cor-
rispondono a un dato stato macroscopico, allora la validità del teorema H è
riconducibile al fatto, in qualche modo più semplice, che se lo stato macro-
scopico è molto lontano dall’equilibrio allora sono molto più numerose le con-
figurazioni microscopiche che danno una diminuzione di H rispetto a quelle
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Figure 3: H(t) ha un picco locale quando c’ è caos molecolare.

che ne danno un aumento.
Boltzmann fece notare che il paradosso della reversibilità non si applica

alle condizioni iniziali in cui H(t) è un massimo (queste sono quelle in cui
l’ipotesi di caos molecolare è valida), vedi Fig. 3. Questo tipo di argomento
può sembrare un po’ vago, ed addirittura paradossale in quanto si vuole che
H(t) abbia (in prevalenza) le “punte”, ed allo stesso tempo sia una funzione
decrescente, tuttavia è possibile mostrare in modelli probabilistici sempli-
ficati[5, 6] la sostanziale correttezza (che, in un opportuno limite, diventa
rigore matematico) dell’intuizione di Boltzmann.

3 Un modello probabilistico in cui tutto è

chiaro

Discutiamo brevemente un modello (delle pulci su due cani), introdotto da
P. e T. Ehrenfest[6], che pur nella sua semplicità è illuminante. Su due cani
(A e B) sono distribute N pulci (per semplicità prendiamo N pari): ad ogni
secondo una pulce, scelta a caso, cambia cane, si può pensare che ogni pulce
sia numerata e la pulce che deve effettuare il salto venga scelta con una regola
probabilistica tipo tombola (cioè con l’estrazione di palline numerate che poi
una volta estratte vengono nuovamente imbussolate). Si può formalizzare
il modello in termini di una catena di Markov in cui le uniche transizioni
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permesse sono solo quelle m → m ± 1 con probabilità

Pm→m−1 =
m

N
, Pm→m+1 = 1 − m

N
, (6)

ove, indicando con nt il numero di pulci sul cane A al tempo t

Pm→m±1 = P (nt+1 = m ± 1|nt = m)

Questo sistema è (nelle parole di Kac[5]) probabilmente uno dei più istrut-
tivi modelli di tutta la fisica e, benché non sia altro che un esempio di catena
di Markov finita, è di notevole interesse e permette di dare un’interpretazione
non ambigua delle intuizioni di Boltzmann.

Ci si può domandare quale sia la probabilità stazionaria Πn di avere n
pulci sul cane A. È facile convincersi che vale l’equazione

Πn = Πn−1Pn−1→n + Πn+1Pn+1→n .

Una facile ispezione diretta mostra che

Πn =
N !

n!(N − n)!
2−N

ed inoltre si ha la seguente relazione (detta di bilancio dettagliato):

Πn±1Pn±1→n = ΠnPn→n±1 . (7)

Ovviamente Πn è massima in N/2, e nel limite N ≫ 1 per valori di n tali
che |n − N/2| piccoli rispetto a

√
N è ben approssimata da una Gaussiana

centrata intorno ad N/2.
Notiamo che anche in questo modello stocastico si ha l’analogo della re-

versibilità meccanica in quanto dalla (7) si dimostra facilmente che

P (nt = m0, nt+1 = m1, ..., nt+k−1 = mk−1, nt+k = mk) =

P (nt = mk, nt+1 = mk−1, ..., nt+k−1 = m1, nt+k = m0) (8)

i.e. la probabilità della “traiettoria diretta” {nt = m0, nt+1 = m1, ..., nt+k−1 =
mk−1, nt+k = mk} è identica a quella della “traiettoria inversa” {nt = mk, nt+1 =
mk−1, ..., nt+k−1 = m1, nt+k = m0} 9. Si ha ovviamente anche la ricorrenza
in quanto per ogni condizione iniziale n0 = m c’ è una probabilità non nulla
che dopo un certo tempo Tm si ha nTm

= m.

9è sufficiente scrivere

P (nt = m0, nt+1 = m1, ..., nt+k−1 = mk−1, nt+k = mk) = Πm0
Pm0→m1

Pm1→m2
...Pmk−1→mk

ed usare il bilancio dettagliato (7).
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3.1 Caos molecolare nel modello di Ehrenfest

Assumiamo come condizione iniziale n0 vicino a N , cioè quasi tutte le pulci
sono sul cane A. Ovviamente ci si aspetta che all’ aumentare del tempo nt

diminuisca, pur con qualche fluttuazione, fino a stabilizzarsi intorno ad N/2
con escursioni dell’ordine di

√
N . È facile mostare che 10

[< nt+1 > −N

2
] = [1 − 2

N
][< nt > −N

2
] (9)

e quindi

[< nt > −N

2
] = [1 − 2

N
]t[< n0 > −N

2
] (10)

il numero media al tempo t tende (in modo espenziale) al valore medio
stazionario N/2. Un analogo calcolo permette di calcolare la varianza σ2

t .
Se al tempo t = 0 il valore di n è determinato con certezza (n0 = m) allora
σ2

0 = 0 e σ2
t cresce monotonamante fino a σ2

∞ ∝ N .
Introducendo la funzione H(t) = | < nt > −N/2|, la (10) può essere

interpretata come un teorema H. Ovviamente H(t) è monotona solo perché
è stata effettuata l’operazione di media. Comunque iniziando con n0 = m
lontano dal valore di equilibrio, e.g. m è vicino ad N , nt fluttua tra <
nt > −δt e < nt > +δt ove δt ∝ σt; quindi finché σt ≪

√
N , cosa che

accade per t < TN = O(N), si ha δt ≪< nt > e quindi nt, a parte qualche
fluttuazione, segue l’andamento decrescente di < nt >. Naturalmente anche
per t < TN ci sono dei tempi per quali si ha un comportamento “atipico”
(diciamo “antitermodinamico”), i.e. nt+1 > nt, ma questo accade molto
raramente se N ≫ 1 e |nt − N/2| ≫

√
N .

Tutto ciò può essere mostrato esplicitamente, osservando che le configu-
razioni con

CA = {nt−1 = m − 1 , nt = m , nt+1 = m − 1}

sono preponderanti rispetto a tutte le altre i.e.

CB = {nt−1 = m − 1 , nt = m , nt+1 = m + 1}
10basta scrivere nt+1 = nt+∆(nt) ove ∆(nt) vale 1 con probabilità Pnt→nt+1 = 1−nt/N

oppure −1 con probabilità Pnt→nt−1 = nt/N . Mediando si ha

< nt+1 >=< nt > + < Pnt→nt+1 > − < Pnt→nt−1 >

utilizzando la (6) si ottiene (9).
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CC = {nt−1 = m + 1 , nt = m , nt+1 = m − 1}
CD = {nt−1 = m + 1 , nt = m , nt+1 = m + 1}

quando N >> 1 e si è molto lontani dall’ equilibrio, in pratica se |m −
N/2| >>

√
N . Notare che in questo modello le configurazione A sono quelle

in cui si ha il caos molecolare (vedi Fig. 3).
È sufficiente un calcolo esplicito della probabilità della configurazione CA

condizionata all’evento nt = m:

Pm(CA) = P (nt−1 = m−1, nt = m, nt+1 = m−1|nt = m) =
Πm−1Pm−1→mPm→m−1

Πm
.

Si ottiene che se m è vicino a N ed N ≫ 1 allora Pm(CA) è molto maggiore
di Pm(CB), Pm(CC) e Pm(CD).

Questo fornisce un’ interpretazione ed una spiegazione non ambigua dell’
ipotesi (apparentemente paradossale) di Boltzmann che, nei sistemi macro-
scopici, i punti della curva H(t) vs t sono, in stragande maggioranza, dei
massimi.

3.2 Tempi di ricorrenza

Dato n0 = m quanto tempo si deve aspettare (in media) per aver un ritorno?
La risposta a questa domanda è data dal lemma di Kac

< Tm >=
1

Πm

. (11)

Il risultato è una conseguenza diretta dell’ergodicità. Indichiamo con τ1 il
tempo che il sistema impiega a tornare per la prima volta nello stato iniziale
m, τ2 il tempo necessario per il secondo ritorno nello stato iniziale etc. Dopo
N ritorni sarà passato un tempo

tN =

N
∑

j=1

τn

ed il sistema è stato nello stato m la frazione di tempo

fN =
N
tN

.
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Per l’ergodicità si ha

lim
N→∞

fN = Πm , lim
N→∞

tN
N =< Tm > ,

e quindi si ottiene la (11).
Se m è molto distante dal valore medio il valore di < Tm > è enorme anche

per valori di N non grandissimi, ad esempio se m = N allora < Tm=N >= 2N

(ad esempio con N = 10000 si < T >= 210000 ≃ 103000); invece per m intorno
ad N/2 il tempo di ricorrenza è molto più piccolo. Usando la formula di
Stirling per m = N/2 si ottiene < Tm=N/2 >≃

√

πN/2 ≪ 2N .

4 Uno sguardo a cose recenti, e considerazioni

finali

Quanto visto precedentemente per il modello cani- pulci lascia sperare che sia
possibile, in opportuni limiti, dimostrare la validità del teorema H . L’ appa-
rato tecnico per portare a termine questo programma di ricerca è imponente
e non può certo essere presentato in questa sede. Partendo da un fondamen-
tale lavoro di H. Grad del 1948 si è arrivati a formulare e dimostrare in modo
rigoroso quanto da Boltzmann intuito con profondo senso fisico. Tra i tanti
che hanno partecipato questo significativo progresso citiamo R. Illner, O.E.
Lanford, N. Shinbrot, R. DiPerna, P.-L. Lions, M. Pulvirenti e C. Cercignani.
La sostanza del loro lavoro può essere riassunta come segue[7]:

Nel limite di Grad:

N → ∞ , σ → 0 e Nσ2 → cost.

ove N è il numero di molecole nell’ unità di volume e σ è il diametro delle
molecole, la probabilità di avere il caos molecolare tende ad uno (certezza)
se la condizione iniziale del sistema è fuori dall’ equilibrio termodinamico,
f(x,v, t) evolve in accordo con l’equazione di Boltzmann e quindi vale il
teorema H11.

11Si può capire il significato fisico di Nσ2 → cost notando che la sezione urto della
singola collisione è proporzionale a σ2, e Nσ2 è proporzionale al rate di variazione di
f(x,v, t) , vedi eq. (4B). Nei gas il limite di Grad è fisicamente realistico, ad esempio
a temperatura ambiente e pressione atmosferica in 1 cm3 si hanno N ∼ 1020 molecole e
σ ∼ 10−8, quindi Nσ2 ∼ 1m2, mentre il volume occupato dalla particelle è piccolo rispetto
al volume totale, infatti Nσ3 ∼ 10−4 cm3.
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È impressionante l’accordo di questo risultato con quanto intuito da
Boltzmann:

Nelle equazioni della meccanica non c’ è niente di analogo a quanto si
ha con la Seconda Legge della termodinamica che può essere ricondotta a
termini meccanici solo con assunzioni sulle condizioni iniziali. [8]

La grandezza del lavoro di Boltzmann non è tanto (come a volte viene
detto) nell’ aver “ridotto la termodinamica alla meccanica”, quanto nell’
aver compreso l’ impossibilità di ricondurre l’ irreversibilità alle sole leggi
della meccanica, comprendendo la natura singolare dell’ emergenza dell’ ir-
reversibilità per la quale sono necessari due ingredienti fondamentali:

a) il grande numero di particelle (atomi o molecole) coinvolte e quindi la
grande disparità tra scala microscopica e macroscopica;

b) opportune condizioni iniziali (quelle per le quali si ha il caos moleco-
lare).

Possiamo aggiungere un terzo elemento (in qualche modo connesso con
b):

c) l’uso della probabilità: non tutti gli stati microscopici evolvono in
modo irreversibile ma solo la “maggior parte”. Nei sistemi macroscopici, che
coinvolgono un elevatissimo numero di particelle si ha la pratica certezza di
avere un comportamento irreversibile.

Nella trattazione dell’ irreversibilità è essenziale considerare il problema
dei livelli di realtà, cioè di come si guarda un fenomeno. Come osservato da P.
Duhem[9], se ci fosse dato di scorgere le molecole di un fluido noteremmo un’
agitazione tumultuosa sia nel caso di un fluido in regime laminare, che a livello
macroscopico appare regolare, sia in un fluido turbolento che è caratterizzato
da un comportamento irregolare anche a livello macroscopico. Consideriamo
il seguente esperimento concettuale: si versi del profumo in un angolo di
una stanza; le molecole del profumo, inizialmente concentrate in una piccola
regione, velocemente occuperanno tutta la stanza. Si immagini ora di poter
filmare le molecole. Proiettando la pellicola all’indietro, si vedrà un fenomeno
”innaturale”: tutte le molecole sparse nella stanza si riuniranno in un angolo.
Guardando invece una sola molecola non si noterà niente di anormale nel film
proiettato al contrario. Analogamente non si nota niente di strano nel film
proiettato al contrario se si limita l’ osservazione alle molecole contenute in
una piccola zona della stanza su un intervallo di tempo non troppo lungo.
L’impressione di un comportamento innaturale si ha solo guardando un nu-
mero elevato di molecole oppure una zona abbastanza grande della stanza.

L’ apparente aspetto “soggettivo” dell’ irreversibilità non dovrebbe essere
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sottolineato in modo eccessivo. L’ irreversibilità è un fenomeno reale e non
può certo dipendere dalle conoscenze, o dall’abilità matematica, dell’ osser-
vatore. Anche l’uso di concetti probabilistici, pur di grande importanza, non
deve far dimenticare il fatto che l’ irreversibilità si riferisce ad un singolo
sistema con un elevato numero di gradi di libertà.

La rilevanza delle condizioni iniziali e dei tanti gradi di libertà non sembra
sia compreso da tutti, ad esempio Prigogine e la sua scuola hanno un opinione
ben diversa, come è ben evidente dalla netta affermazione:

l’irreversibilità o è vera a tutti i livelli o non lo è affatto: non può emergere
dal nulla passando da un livello all’altro[10].

È questo un punto di vista (che possiamo indicare come riduzionismo
di tipo estremo) che nega la possibilità di nuovi fenomeni nel passaggio da
un livello all’altro. Al contrario l’irreversibilità non è certo un “emergere
dal nulla”, bens̀ı dal limite singolare N → ∞ , σ → 0, come intuito da
Boltzmann e successivamente dimostrato in modo rigoroso. L’ irreversibilità
può essere vista come una proprietà emergente nel passaggio dal microscopico
dal macroscopico12

5 Appendice: il teorema di ricorrenza di Poincaré

Per completezza riportiamo la dimostrazione del teorema di ricorrenza di
Poincaré:

Dato un sistema Hamiltoniano in uno spazio delle fasi limitato Ω, ed un
insieme A ⊂ Ω, tutte le traiettorie che partono da x ∈ A ritorneranno
in A dopo un certo tempo e questo avverrà infinite volte, eccetto per
condizioni iniziali in un insieme di misura nulla.

La dimostrazione è piuttosto semplice. Indichiamo con B0 ⊆ A l’insieme
dei punti che non ritornano in A. Ci sarà un tempo t1 tale che B1 = St1B0

non si sovrappone con A e quindi B0

⋂

B1 = ∅. Ove con St indichiamo
l’operatore di evoluzione del sistema: se x(0) è la condizione iniziale allora
x(t) = St

x(0). In modo analogo ci saranno tempi tN > tN−1 > .... > t2 > t1
tali che Bn

⋂

Bk = ∅ per n 6= k dove Bn = S(tn−tn−1)Bn−1 = StnB0. Questo
si capisce notando che assumendo C = Bn

⋂

Bk 6= ∅, per esempio per n > k,

12per un’analisi del ruolo dei limiti singolari per le proprietà emergenti in fisica si veda
[11,12].
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si ha una contraddizione con l’ipotesi che i punti in B0 non ritornano in A.
Gli insiemi D1 = S−tnC e D2 = S−tkC, sono entrambi contenuti in B0, e D2

può essere espresso come D2 = S(tn−tk)S−tnC = S(tn−tk)D1, quindi i punti in
D1 ritornano in B0 dopo un tempo tn − tk, in contrasto con l’ ipotesi.

Consideriamo ora l’insieme
⋃N

n=1 Bn, usando il fatto che gli insiemi {Bn}
non si sovrappongono e, per il teorema di Liouville, µ(Bn) = µ(B0), si ha13

µ(

N
⋃

n=1

Bn) =

N
∑

n=1

µ(Bn) = Nµ(B0) .

Poiché µ(
⋃N

n=1 Bn) deve essere limitata (dal volume dello spazio delle fasi),
e N puó essere arbitrariamente grande, l’ unica possibilità è che µ(B0) = 0.

Applicando il risultato dopo ogni ritorno in A si capisce che ogni traiet-
toria (con l’eccezione di un insieme di misura nulla) ritorna infinite volte in
A.

Notiamo che nella dimostrazione si usa solo il teorema di Liouville, quindi
il teorema non vale solo per i sistemi Hamiltoniani ma in tutti quelli in cui
si ha conservazione del volume dello spazio delle fasi.
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